Das Mdrchen von den verlorenen Zahlen

wie es im Jahre 2025 die Urgrofimutter dem Urenkel erzdhlt

Vorwort des Herausgebers

Fiir den professionellen Mathematiker, der erwégt, ob er dieses Mérchen seinen
eigenen Kindern oder seinen universitiren oder gymnasialen — dlteren oder jungen —
Schiilern erzahlen will, gibt der Herausgeber folgende Erklarung:

Die Erzdhlerin benutzt das Wort ,Zahl’ in einem eingeschriankten, aber préizise
eingeschrinkten Sinn. Sie bezeichnet nur solche mathematischen Elemente, mit
denen man rechnen kann, als Zahlen, die eine Schiefkorper-Struktur bilden, die
topologisch zusammenhédngend und lokal kompakt ist.

Damit ein génzlich ausgewachsener Professor, der auch surreale Zahlen liebt, kein
Bauchgrimmen bekommt, mége er statt ,Zahlen’ immer ,Echte Zahlen” oder
,Physikalische Zahlen’ lesen.

Der Mirchen-Erzéhlerin ist wichtig, dass man mit ,,echten Zahlen* auch — im
traditionellen Sinne — differenzieren und integrieren kann.

Sie meint: Newton brauchte fiir die Physik makrophysikalischer Bewegungen seine
Infinitesimal-Rechnung; ohne solch ein Rechnen mit dem Unendlichen kommt
auch kein moderner Physiker aus, der die Welt mikrophysikalischer Quanten
beschreiben will.
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1. Wie UrgroBmutter EUKLIDS ELEMENTE sieht

UrgroBmutter war eine merkwiirdige Frau. Anders als viele alte Frauen, die ihren
Kochtopf mogen, liebte sie die Welt der geometrischen Formen und der
mathematischen Zahlen.

UrgroBmutter erzdhlte ihrem Urenkel Noah ein Zahlen-Mérchen.
So begann sie thre Geschichte:

Der Gott der Christen, Buddhisten, Muslime und aller Menschen und Lebewesen
auf unserem Globus und allen anderen Planeten schuf die Zahlen, damit die
Physiker, wo sie auch leben, die weltweite Natur vollkommen beschreiben konnen,
sich so der mathematischen Gesetze der Natur erfolgreich bedienen konnen. Mit
Hilfe der Zahlen konnen solche geistige Wesen wie die Menschen die Welt nicht
nur mit den Augen anschauen, sie konnen thre Welt und thre Schonheit auch im
Geiste erfahren und erleben.

An ein wichtiges Beispiel will ich dich erinnern:

Du kennst bereits die Zahlen, welche unsere Mathematiker die ,,Reellen Zahlen*
heiflen. Wir Menschen haben gelernt, diese reellen Zahlen physikalisch gut zu
benutzen. Nur weil wir jetzt verstehen, mittels dieser Zahlen physikalische
Bewegungen exakt zu beschreiben, konnen die Menschen jetzt, wenn auch erst seit
noch nicht hundert Jahren, in ihren selbstgebauten kleinen Monden, ihren
,Satelliten®, um unsere Erde herumfliegen; oder ihren natiirlichen Mond besuchen.
Inzwischen haben sie so ja 2020 auch unseren Nachbarplaneten Mars besuchen
konnen.

Allerdings haben die Menschenkinder ein paar Jahrtausende gebraucht, um nach
und nach zu erkennen, dass die Zahlen das beste und schonste aller Werkzeuge
sind, um die natiirliche Welt, in die sie hineingeboren sind und die jeden Tag vor
thren Augen liegt, mit handwerklichem Geschick und philosophischem Denken
,.exakt* zu erfassen, zu bewundern und zu beherrschen.

Ja, die Menschen brauchten noch linger, bis sie erkannten, dass ALLE Zahlen, die
es im platonischen Himmel der Gotter gibt, schon auf der Erde entdeckt und
gebraucht werden konnen.

Und vielleicht, so unterbrach sich UrgroBmutter selbst, sind die Menschen mit
dieser aufregenden Entdeckungsreise noch nicht zu einem guten Ende gekommen.
Ja, das so groB3e Reich der Zahlen nach und nach zu erforschen, so fuhr
UrgroBmutter nachdenklich fort, war den Menschen schwer und fast ein wenig
,;unheimlich®.
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Das kannst Du, lieber Noah, noch heute daran erkennen, dass die nach und nach
entdeckten — und zunéchst oft nur widerwillig akzeptierten — Zahlen noch heute
ganz merkwiirdige, manchmal fast ,,religios* getonte Namen tragen:

Noch heute sprechen die Mathematiker von ,,imaginiren®, von ,,nicht-reellen®,
mirrationalen* und sogar von ,,transzendenten* Zahlen.

Du kennst, lieber Noah, bereits die Kreiszahl 7 =3,141592...? Es ist, so sagen die
Mathematiker, eine ,transzendente Zahl“.

Deshalb hatten es die Gelehrten in Griechenland, die dort um das Jahr Null herum
lebten, noch sehr schwer, jene Theorie von der Welt ganz einfach und schon — fiir
jedermann durchsichtig — zu formulieren, die wir heute ,Geometrie’ nennen.

Ja, Geometrie, so scheute sich UrgroBmutter nicht zu erzihlen, ist fiir mich
gleichsam das erste Kapitel der Theoretischen Physik.

Euklid beispielsweise, den ich als einen der ersten groflen theoretischen Physiker
sehe, hatte, weil er viel weniger Zahlen kannte als Dir bereits in deiner Schule
begegnet sind, groBe Miihe, seine ,,Elemente der Geometrie* zu schreiben, weil er
beispielsweise noch gar nichts von der berithmten — ,,transzendenten* — Kreiszahl n
wusste. Leider kannte er auch noch nicht die dir heute geldufige Zahl
,Wurzelauszwei®. Wir Menschen haben heute gelernt, mit dieser Zahl die
Diagonale im Quadrat zu beschreiben.

Was das Erstaunlichste ist, so beschloss UrgroBmutter ihren ersten Mérchen-
Abend, weil ihr Urenkel ganz miide Augen hatte:

Euklids philosophische Zeitgenossen waren ganz fest {iberzeugt, dass es solch eine
vollig widersinnige Quadratwurzel-Zahl nicht und niemals werde geben kénnen.
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2. ISAAC, WILLIAM, ALBERT - drei grofie Physiker

Dies erzdhlte Urgrofsmutter an ihrem zweiten Mdrchen-Abend.

Froh bin ich noch heute, dass ein zweiter beriihmter Physiker — ich will ihn hier in
meinem mathematischen Mérchen nur beim Vornamen nennen — nicht mehr gar so
arm war, was den Inhalt seiner Zahl-Werkzeugtasche anbetriftt.

ISAAC war deshalb, wenn auch erst 17 hundert Jahre nach EUCLID, féhig, jenes
Buch iiber die physikalische Natur mit Hilfe von Zahlen zu schreiben, dem er den
merkwiirdigen Titel gab ,Principia Mathematica Philosophiae Naturalist’.

Du kennst, lieber Noah, diese Geschichte?

Seit diesem beriihmten Buch verstehen wir Menschen, dass ein Apfel, der vom
Baum fillt, eine Sonne, die morgens aufgeht, und ein Raumfahrer, der den Mond
betritt, denselben durch Zahlen exakt beschriebenen Gesetzen gehorchen.

Du fragst, wie das Marchen von den verlorenen Zahlen weitergeht?

Eigentlich fangt diese tragische Geschichte, so seufzte UrgroBmutter, erst jetzt
richtig an. Ja, tragisch ist diese Geschichte, die mit WILLIAM ihren Anfang
nimmt.

WILLIAM kam 1803 in der Hauptstadt von Irland zur Welt. Man erzahlt sich wohl
mit Recht, dass er schon als Junge — neben Griechisch und Latein — in zwolf
Sprachen zu sprechen wusste. Gott sei Dank, er gab sich damit nicht zufrieden.
Warum bin ich dariiber froh? Weil wir Menschen, bevor dieser theoretische
Physiker mutig voran ging, noch gar nicht alle Vokabeln kannten, dieser von Gott
geschaffenen Zahlen-Sprache. Ich meine, vor WILLIAM waren ganz viele Seiten
im Zahlen-Lexikon der Menschen noch leer. Erst in der Mitte des 19. Jahrhunderts
machte sich dieser Forscher auf mit dem Ziel, endlich alle Zahlen, die es gibt, zu
entdecken.

Jedoch auch als WILLIAM die neuen Zahlen schon ein wenig kannte, musste er
noch jahrelang suchen nach den Gesetzen, wie man mit diesen Zahlen rechnen
kann.

Dabei fiel thm besonders schwer, zu lernen, wie man diese, thm zunachst so fremde
Zahlen Malnehmen kann. Heute konnen wir besser verstehen, warum es thm so
schwerfiel, selbst das simple Malnehmen zu lernen — das Malnehmen dieser neuen,
thm ganz ungewohnten Zahlen, die WILLIAM spiter ,,Quaternionen‘ nannte.
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Lasst dieser Name vielleicht auch Dich erahnen, was fiir WILLIAM und seine
Zeitgenossen so schwer zu verstehen war?

Wir Menschen leben und bewegen uns bekanntlich immer in einer natiirlichen Welt
von nur ,,drei Dimensionen®, denn jedermann kann sich nur in drei Richtungen
bewegen — noch vorne oder hinten, nach rechts oder links, nach oben oder unten.
Eine vierte, von diesen drei Richtungen unabhingige Bewegung gibt es nicht.
WILLIAM musste, wenn auch widerwillig und miihselig, lernen, dass hochstens
nicht-menschliche Wesen sich diese ,,Vierer“-Zahlen (Quater-lonen) bildlich
vorstellen konnen; Fabelwesen oder Engel, die nicht nur — wie wir Menschen — in
drei, sondern auch in vier Dimensionen wiirden leben und zuhause sein miissen.

Obwohl William von Jugend auf in vielen Sprachen zuhause war, obwohl er als
junger Erwachsener lernte, viele Seiten der Natur mit Hilfe der ihm damals
zundchst nur bekannten Zahlen zu beschreiben, verwandte er, nachdem er seine
Quaternionen entdeckt hatte, ganze zwanzig Jahre seines restlichen Lebens nur
darauf, diese neuen Zahlen genauer zu studieren. Er wollte auch seinen
Zeitgenossen, die fiir ihn so einmalig wichtige Bedeutung dieser neu entdeckten
Zahlen klar vor Augen fiihren.

Aber das gelang ihm nicht. Zwar lebte nach seinem Tod noch einer seiner Schiiler,
der diese Zahlen schétzte wie sein Lehrer. Dennoch setzte ein paar Jahrzehnte
spater eine merkwiirdige Entwicklung ein, die noch bis in unsere Gegenwart
nachwirkt. Viele Physiker nach Williams Tod konnten nicht glauben, dass diese
,ganz unvorstellbaren®, ,,vierdimensionalen Zahlen zur schonen und
iibersichtlichen Beschreibung der physikalischen Natur sinnvoll und niitzlich sein
konnten.

Zwar gab es bis zur Jahrhundertwende — um das Jahr 1900 — noch zwei
wortgewaltige Parteien unter den Wissenschaftlern: Die einen ergriffen mit
Leidenschaft Partei fiir die neuen, vierdimensionalen William-Zahlen. Aber eine
immer grofler werdende Zahl Mitglieder der — nennen wir sie — ,,Vektor-Partei
wendeten sich mit Abscheu ab von Zahlen, die sie sich nicht vorstellen konnten.
Diese Vektor-Anhédnger wollten nur ,,Zahlen* haben und gebrauchen, die, wie sie
meinten, einzig und allein auf ihre dreidimensionale natiirliche Welt passten.
Rissen diese Leute, die zwar vieles bei William entlehnten, alle wahren Zahlen in
zwei Stiicke? Blieben so zunichst nur etwas armselige, dreidimensionale Pseudo-
Zahlen iibrig, die Vektoren? ,,Noch nicht einmal dividieren kann man mit diesen
Pseudo-Zahlen!*, schimpften die Angehorigen der klein gewordenen Partei der
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Quaternionen-Anhdnger. Bald schrumpfte der Kreis dieser Anhdanger immer mehr.
Deren Ansehen und das Ansehen der Quaternionen ging bei den Vektor-Leuten
fasst vollig verloren.

Ums Jahr 1900 allerdings ging es bei dem Kampf zwischen Quaternionen-
Freunden und ihren Gegnern noch so dhnlich zu, wie zur Zeit der Reformation, wo
beispielsweise Martin Luther gegen die Traditionalisten in Rom zu kdmpfen hatte.
In der mathematischen Naturwissenschaft hatte man bisher eine so heftige
Gegnerschaft nicht gekannt. Sie endete allerdings anders als der Kampf zwischen
den zwei religidsen Traditionen in der Reformationszeit. Auf religioser Ebene
blieben beide Parteien, die ,,Evangelischen* und die ,,Katholischen* bis heute
michtig genug, um sich gegeniiber und neben der anderen Partei erfolgreich zu
behaupten. Bis heute gibt es dagegen in den exakten mathematischen
Wissenschaften fast keine Forscher mehr, die diese merkwiirdigen
vierdimensionalen Zahlen fiir so wichtig halten wie damals WILLIAM und seine
Freunde.

Tragisch ist diese Geschichte, so glaube ich, weil dieser Forscher 1865 starb und im
Jahre 1905 nicht mehr unter den Lebenden weilte. Hétte er zu diesem Zeitpunkt
noch gelebt, wire die Geschichte vielleicht ganz anders verlaufen.

Im Jahr 1905 begann ein vierter groBBer Physiker sein Epoche machendes Werk.

Heute kennen viele Menschen ALBERT, weil er die beriihmte Identitdt von Masse
und Energie entdeckte, die der Menschheit heute in Wirtschaft und Politik so viele
Chancen und grof3e Probleme im Zusammenhang mit der Atom-Energie bescherte.

Weniger ist bekannt, dass erst ab 1905, angeregt durch das kiihne Denken von
ALBERT mehr Physiker zu glauben wagten, dass es doch etwas

, Vierdimensionales* in der natiirlichen Welt geben konne. Heute sind die meisten
Physiker sogar tiberzeugt, dass es am besten ist, die ,,Zeit* quasi als eine vierte
Dimension unserer natiirlichen Welt zu betrachten.

Traurig macht mich, so erzidhlte UrgroBmutter, dass die meisten Physiker heute
nichts mehr wissen dariiber, dass bereits der mutige Entdecker der Quaternionen
die vierte Dimension dieser Zahlen als Zeit-Dimension aufzufassen wusste. Das
heif}t, er hat Ahnungen der Menschheit schon zu seinen Lebzeiten
vorweggenommen, die erst mehr als fiinfzig Jahre spiter durch die Arbeiten von
ALBERT vielen Physikern glaubhafter wurden. William fasste bereits, obwohl er
zu seinen Lebzeiten dafiir kein Verstdndnis fand, seine Wissenschaft von den
Quaternionen auf als eine, wie er es nannte, ,,Science of Pure Time*. Da war er
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nach meinem Verstidndnis auf intuitiver Ebene schon einer Auffassung der vierten
(Zeit-)Dimension néher als es die heute noch géngige Ansicht ist. Ich glaube, dass
,Zeit* mehr ist als nur ein viertes Anhingsel unserer drei Raum-Dimensionen.
Schon heute, gestand UrgroBmutter, sehe ich Griinde fiir die Auffassung, dass
,Zeit* den rdumlichen Distanzbegriff der Physik prigt, also fundamentaler
(,,realer®) ist als jener.
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3. Das Mirchen von Urgrofivaters Triangle-Zahlen

In UrgroBmutters Familie gab und gibt es dann und wann Viter und Kinder, Jungen
und Midchen, die sich neben ihrem Beruf und ihren tiglichen Pflichten fiir
Mathematisches interessieren. So dhnlich, wie in anderen Familien die Liebe zur
Musik sich fortpflanzt und immer wieder zutage tritt.

Dergleichen ging auch in Noah vor, als er am dritten Méarchenabend zu Beginn
seine UrgroBmutter fragte:

So sind also heute die Quaternionen vergessene und verlorene Zahlen?

,,Nicht ganz*, wusste UrgroBmutter zu antworten.

Sie fiihrten, berichtete sie, bis zur Jahrtausendwende im Jahr 2000 zwar ein oft
nicht gesehenes und nicht anerkanntes Nischendasein. Aber zugleich gab es immer
wieder einige Wissenschaftler, die sich fragten, wieso diese Zahlen in der
Naturwissenschaft bisher keine zentrale Bedeutung und Anerkennung gefunden
haben. Und dies, obwohl sich doch die praktische Anwendung dieser
vierdimensionalen Zahlen unmittelbar aufzudrangen schien. Nachdem mit
ALBERT klar geworden war, dass die physikalische Grundstruktur, die man
heutzutage Raum-Zeit nennt, ebenfalls eine vierdimensionale Verfassung besitzt.

Und, was in diesem Zusammenhang auch beachtet werden sollte, berichtete
Urgrofmutter:

Die Mathematiker konnten beweisen, dass mit Sicherheit keine
Zahl-Korper mit mehr als vier Dimensionen existieren.

Heute, Noah, will ich dir berichten von dem jiingste Akt unseres Zahl-Mérchen-
Dramas.

Dieses jlingste Kapitel der Geschichte von der vollstindigen Menge der Zahlen hat
zu tun, lieber Noah, mit deinem Urgrof3vater KLAUS THEODOR.

Dein Ur-Opa bewies im Jahre 1967:

Die seit der Entdeckung der quaternionischen Zahlen gingige Auffassung, dass
diese Zahlen schlechthin ,vierdimensional’ sind; dass sie deshalb im Raum der
menschlichen Anschauung und Erfahrung nicht sinnlich vorgestellt werden konnen,
ist ein Vorurteil.

Bereits Urgrof3vaters damaliger Aufsatz ,,Dreiecke als Elemente algebraischer
Korper! zeigte, dass diese Zahlen nicht nur als anschauungsleere RechengrofBen
sondern als TRIANGLE vorstellbar sind. Als solche sind sie fiir Dich und fiir
jedermann in drei Dimensionen sinnlich erfassbar.

Usiehe Quelle (1) in Kapitel 4
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Dann dauerte es allerdings weitere dreiBBig Jahre, bis UrgroB3vater zeigte, wie man
diese WILLIAM-Zahlen — und ihre Multiplikation! — noch reichhaltiger zur
Darstellung bringen kann.

Allerdings unterzog KLAUS THEODOR dazu zuvor der Euklidischen Geometrie,
so wie du sie noch in der Schule lernst, einer modernen ,,Reformation®. In zwei
Artikeln bewies er im Jahre 2001, dass man die Grof3e von Winkeln messen und die
Theorie der Winkelmessungen in Dreiecken begriinden kann, ohne von einem
Meter-MaBstab Gebrauch zu machen.?

Weil so die grundlegenden Strukturen eines Triangles — und damit einer
quaternionischen Zahl — schon in einem dreidimensionalen Raum existieren,
zeigten sich die Quaternionen, so wie Klaus Theodor sie sieht, als Grundfiguren im
Raum unserer geometrischen Erfahrung.’ Dieser muss nicht mehr unbedingt als ein
Raum gesehen — aufgefasst — werden, der von Euklidische Punkten erzeugt wird.
Solange man in solchem Raum nur Winkel misst, ohne zur Messung von
langenartigen Groflen — wie Zeit und Entfernung — zu greifen, sind diese
geometrischen Elementar-Partikel ohne jede bestimmte Grofe.

»Ja“, dozierte UrgroBmutter plotzlich ganz aufgeregt, ,,Sie sind weder grof3 noch
klein. Sie sind zwar durch ihre drei Winkel in ihrer Gestalt genau definiert,
benehmen sich aber im Ubrigen #hnlich wie physikalische Quanten, die
bekanntlich auch oft keine wohl bestimmte Grof3e oder einen bestimmten Ort
haben.*

Leider hat sich in der Gemeinde der Physiker bis heute noch wenig
herumgesprochen, dass man die urspriinglich nur als Elemente in einem abstrakten
vierdimensionalen Raum zu denkenden WILLIAM-Zahlen auch als kugelige
Triangle im dreidimensionalen Raum — unserer Anschauung und Erfahrung —
vorstellen kann.

Und noch eine zweite, bemerkenswerte Eigenschaft dieser Zahlen wurde im Kreis
der Naturforscher noch nicht wahrgenommen. Besonders auch deshalb stehen diese
von WILLIAM als ganz wichtige und wertvolle Zahlen eingeschitzte
Rechengréfen heute noch immer da wie das im Mirchen noch nicht entdeckte
Aschenputtel.

Was wurde bei diesem Zahlen-Aschenputtel bisher iibersehen?

2 siehe Quelle (2) in Kapitel 4
3 siehe Quelle (4) in Kapitel 4
4 siehe Quelle (5) in Kapitel 4
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Ich erzéhlte Dir bereits, dass WILLIAM, der Entdecker der Quaternionen, grof3e
Miihe hatte, das Malnehmen dieser Zahlen zu lernen. Warum dies der Fall war, darf
ich hier in meiner Mérchengeschichte anhand eines Gleichnisses erkldren: Auch
wenn man als Handwerker ein geschickter Rechner ist, wird man als frisch in USA
Eingewanderter seinem Kunden erst eine Rechnung ausstellen konnen, wenn man
sich mit der dortigen Wiahrung und ihrer Einheit, dem Dollar auskennt. Der
Entdecker der Quaternionen musste lange nach solchen ihm noch unbekannten
Einheiten suchen, bevor er mit den neuen Zahlen richtig rechnen konnte.
Schlielich wurden solche Einheiten — die Basis der Quaternionen mit ihren
Multiplikationsregeln — entdeckt und alles war okay.

Erst 1999 stellte sich jedoch heraus, dass auch dieses Bild, das sich der Entdecker
von diesen Zahlen gemacht hatte, ein einseitiges Bild ist. Es zeigte sich, dass es
neben — und gleichberechtigt neben — der klassischen ,Dollar-Wahrung’ der Zahlen
noch eine zweite komplementiare Wahrung der Quaternionen gibt. So wie eine
international tatige Firma eine Rechnung gleichermal3en sowohl in Dollar als auch
in Euro ausstellen kann, so gibt es fiir die quaternionischen Zahlen zwei gleich
berechtigte Basissysteme. Erst jetzt wurde dieses zweite System im Rahmen der
Zahl-Darstellung als gleichberechtigt erkannt.’

Erst jetzt kann man zwischen den beiden fundamentalen Basis-Systemen der
Zahlen umrechnen, so wie man zwischen Dollar und Euro umrechnen kann. Klaus
Theodor, dein UrgroBvater, konnte auch jenen Umrechnungs-Faktor bestimmen,
den man im Geldwesen den Geld-Kurs nennt.

Interessant ist die Existenz zweier gleichberechtigter, komplementérer
Basissysteme der Zahlen, weil die irdische Naturwissenschaft damit zum ersten
Mal ein tibersichtliches und schones Hilfsmittel hat, um die komplementdire Welt
der Quantenphysik neu zu {iberdenken und zu beschreiben.

Nicht nur auf die moderne Quantenphysik, auch auf die von ALBERT begriindete
Relativititstheorie — und auf den Zusammenhang zwischen diesen beiden
fundamentalen Theorien — wirft diese doppelte Struktur der Zahlen ein neues Licht.

Die von Klaus Theodor entwickelte Umrechnungs-Formel zwischen den beiden
Basis-Systemen der Zahlen, die Gleichung i = ¢*h beschreibt beides:

Die Welt der Relativitdtstheorie durch die klassische Basis der Zahlen und ihre
MaBlec=1,h=i

und die Welt der Quantenphysik durch die komplementédre Basis und ihre Malle

5 siehe Quelle (6) in Kapitel 4
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c=1i,h=1.

Verstehen kann ich, trostete UrgroBmutter ihren Enkelsohn Noah, dass Du noch
nicht recht verstehst, warum ich diese Gleichung i = ¢*h mathematisch und
physikalisch sehr aufregend finde.

Dein momentanes Unverstdndnis kommt davon, dass Du das mathematische
Zahlzeichen i in seiner vollen Bedeutung noch nicht kennst und verstehst.

Was will dein Urgrovater — im Kern — sagen?

,,Die manchmal reelle und manchmal imagindre Zahl ¢ beschreibt die
Lichtgeschwindigkeit. Und die manchmal reelle und manchmal imaginire Zahl h
beschreibt das physikalische Wirkungsquantum. Die Mafzahl ¢ ist nur im
Giiltigkeitsbereich der Theorien von ALBERT reell; die Maf3zahl h ist nur im
Giiltigkeitsbereich der Quantenphysik reell.*

Du findest das eine kithne Hypothese?
Ich auch.

Nun ja, Hypothesen konnen kiithn oder unglaublich, richtig oder falsch sein, meinte
Urgrofmutter.

Aber schlimm finde ich, so fuhr sie fort, dass die gegenwiértig lebenden Physiker
eine solche Aussage und die ihnen zugeordneten Gleichungen nicht sehen und
verstehen wollen; oder gar, ,,unmdglich® und skandalos finden.

Denn viele von den Ergebnissen deines UrgroBvaters sind rein mathematischer
Natur. Sie kdnnen von jedem Physiker, der redlich wie ein Mathematiker denkt,
verstanden und akzeptiert werden.

Reagieren auch heute, im Jahre 2025 ,,Gelehrte* noch immer dhnlich wie in alten
Zeiten die Philosophen? Diese fanden auch lange ungewohnte Zahlen als
schlechthin unsinnig, als ,irrational’, als nur ,,imaginéar* und ,,unméglich®.
Reagieren auch sie wieder — noch immer — wie die Mathematiker und Physiker zur
Zeit WILLIAMs, die seine neuen Zahlen als praktisch unbrauchbar und
physikalisch widersinnig beurteilten?

Ja, das Mérchen von den verlorenen und vergessenen Zahlen, so schloss

UrgroBmutter ein wenig traurig ihr Méarchen, wird vermutlich erst dann ein
gliickliches Ende finden, wenn die jetzt noch lebenden Physiker gestorben sind.
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Oder wenn du, Noah, morgen beginnst, Urgrof3vaters Gedanken fleiflig und redlich
zu studieren. Hier habe ich Dir seine Original-Arbeiten aufgeschrieben:
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4. Uber die Publikationen des UrgroBvaters

UrgroBmutter ist eine merkwiirdige Frau. Als sie 100 Jahre alt wurde, war ihr
Urenkel Noah schon erwachsen. Er besuchte sie zu threm Geburtstag. Auch in
threm hohen Alter hatte sich ihre Leidenschaft fiir mathematische und theoretisch
physikalische Fragen noch nicht verloren. Du bist auch gekommen, so lichelte sie
ihren Urenkel an, die Arbeiten deines UrgroBvaters KLAUS THEODOR zur Hand
zu nehmen. Ich schenke dir heute die alten Originale, die ,,Sonderdrucke, wie das
damals hieB3. Du findest aber auch die PDF-Kopien seiner Arbeiten im Internet.

1. Lass mich erzdhlen, was ich als besonders wichtig an einzelnen Arbeiten erlebe.
Im Jahre 1967 erschien UrgroB3vaters Arbeit

(1) Dreiecke als Elemente algebraischer Korper,
Klaus Ruthenberg, Praxis der Mathematik, Koln 1967, p. 65-70.

Vielleicht, lieber Noah, solltest auch du diesen Artikel zuerst studieren.

Denn, um diese Arbeit zu verstehen, brauchst du nur elementare Kenntnisse der
Vektor-Rechnung. Die Vektor-Rechnung ist dir schon aus der Schule oder aus
ersten Kursen vor deinem Bachelor-Studium bekannt.

Diese Arbeit kannst du auch deshalb leicht lesen und verstehen, weil du in dieser
Arbeit neun Zeichnungen findest, die dir alles anschaulich vor Augen stellen.
UrgroB3vater zeigt schon auf einer elementaren Ebene in dieser Arbeit:

Die altbekannten Dreiecke Euklids lassen sich auffassen als Elemente eines
(Schief)Korpers. Dass heifdt, sie verhalten sich wie die Quaternionen, die
,,vierdimensionalen‘ Zahlen ihres Entdeckers WILLIAM.

2. Im ersten Teil der Arbeit

(2) The Quaternionic Structure of 3-dimensional Natural Geometry,
Klaus Ruthenberg, Journal Of Natural Geometry, 16, 1999, 125-140

beweist UrgroBvater auf der abstrakteren Stufe der universitiren Mathematik, also
logisch liickenloser, dass die Multiplikation der Quaternionen korrespondiert mit
der Komposition Euklidischer Dreiecke; dass die WILLIAM-Zahlen formal
gesehen identisch sind mit unseren altgewohnten Dreiecken. Auf Seite 132 findest
du sieben merkwiirdige Eigenheiten aufgelistet dieser so engen Verwandtschaft
zwischen unseren Euklidischen Dreiecken und den quaternionischen Zahlen.

Zum ersten Mal fiihrt GroBvater hier auch ein die Gleichung
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ch=i.
Er bezeichnet die komplexen(!) Zahlen ¢, h als ,,fundamentale metrische
Konstante*.

Im zweiten Teil findet sich eine erste physikalische Interpretation:
Zusammen mit der speziellen Wahl von

(c, h) =(1,1)
gelingt die Ableitung von kinematischen und dynamischen Grundgleichungen der
Speziellen Relativitatstheorie.
Es ergibt sich so ein Zusammenhang zwischen physikalischen Bereichen, wo die
Lichtgeschwindigkeit ¢ eine fundamentale Rolle spielt, und jenen Bereichen der
Physik, wo das Wirkungsquantum h dominiert.
UrgroBvater schliefit diese zweite Arbeit mit dem Satz
,Auf diesen Weg konnen wir den Spin ' h eines physikalischen Partikels
identifizieren mit der Euklidischen Winkelsumme jeder Hamiltonschen
Quaternion.

Urgrofmutter dringte: Also, lieber Noah, du solltest die spateren Arbeiten deines
UrgroBvaters insbesondere studieren, um zu sehen, welche Griinde Ur-Opa dafiir
sieht, dass es theoretisch sehr sinnvoll sein kann, die beiden Begriffe
,physikalische Quanten* und ,,mathematische Zahlen* zu identifizieren.

3. Hast Du, lieber Noah, bereits geniigend Geduld, um genauer zu verstehen,
welche Umwege und neue Pfade UrgroB3vater wandern musste, um zu seiner
Identifikation von Quanten und Zahlen zu kommen?

UrgroBvater gelang es schon in den sechziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts
die uns allen ,,geldufige* Euklidische Geometrie von einem ,,hoheren Standpunkt*
zu betrachten. Wenn du, Noah, als sein Urenkel, wirklich interessiert bist an diesen
sowohl elementaren als auch grundlegenden Erkenntnissen, iiberlass ich dir gerne
UrgroBvaters ,,handgeschriebenes* Exemplar seines Manuskripts

,Elementare Geometrie als konforme Invariantentheorie*.

Erst in den Jahren 1999-2001 publizierte Ur-Opa Teile seiner dortigen Ergebnisse
mittels zweier Aufsiatze in der Londoner Zeitschrift

(3) Journal of Natural Geometry, 19, 2001, 73 — 92, und 19, 2001, 93- 120

Der Autor konnte hier fuB3en auf Arbeiten des Mathematikers Moebius zur
sogenannten ,,Konformen Geometrie“. Erst jetzt gelang es jedoch, die Messung von
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Winkeln und ihre Trigonometrie rein konform, allein mittels Doppelverhiltnissen
zu begriinden, UNABHANGIG von Euklidischen Begriffen wie ,,Gerade®, , Kreis®,
»Streckenldnge* und dergleichen.

Vielleicht sollte ich hier auch erzihlen, bemerkte UrgroBmutter: Vor diesen beiden
Arbeiten wurde flir mich nirgendwo deutlich, dass vom héheren Standpunkt dieser
Moebius-Geometrie, wo man zwar Winkel und ihre Grof3e, aber keine Strecken und
thre Langen kennt, der Euklidische Unterschied zwischen Kreisen und Geraden
vollig verschwindet. UrgroBvater scheute sich noch, aus diesem Grund einen ganz
neuen Begriff einzuflihren. Aber ich weil3, dass er am liebsten von ,,Aden*
gesprochen hitte. Aden sind geometrische Gebilde wie Kreise, die — wie Gerade —
keinen Mittelpunkt haben; zugleich sind ,,Aden* wie Geraden, die — wie Kreise — in
sich geschlossen sind. Traditionsgemil sprechen manche — vielleicht nur in
Deutschland — von ,, Konform-Kreisen* statt Aden; aber dann miisste man — aus
parititischen Griinden — eine Ade zugleich auch als ,,Konform-Gerade*

ansprechen.

Ja, UrgroBmutter war eine kluge und zugleich eigenwillige Frau.

Bevor sie thre mathematisch-physikalische Plauderei mit Noah durch den
feierlichen Geburtstags-Tee unterbrach, ketzerte sie noch leise, denn Noah war jetzt
ein Erwachsener:

,Die Physiker bringen ihre Wellen und Partikel nicht unter einen Hut, weil sie ihre
Geraden und Kreise nicht unter einen Hut bringen*

4. Noah hatte rote Ohren: Manchmal fand er Ur-Omas Geplauder als recht
anspruchsvoll.

Du kennst die Bilder und Erklarungen auf dem China-Poster in Ur-Opas Website
www.natural-geometry.de?

So fragte Ur-Oma nach dem Geburtstags-Tee.
Hier 1st Klaus Theodors vierte Arbeit

(4) Quaternions as Spherical Particels in 3-dimensional Space,
Journal of Natural Geometry, 19, 2001, 121 — 138

Lass uns zusammen lesen, wie Urgrof3vater die Ergebnisse seiner Arbeit zusammen
fasst:

Das Triangle-Modell der Quternionen hat seinen Ursprung in der konformen
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Geometrie ... Die Multiplikation der Quaternionen ist die Komposition solch
sphérischer Partikel. Quaternionen — nicht Punkte oder Vektoren — sind die Basis-
Elemente des natiirlichen Raumes. Komplexe Hamiltonsche Zahlen sind reine
Winkel-Entitdten. Nach Definition einer Einheitsldnge kann man diese Zahlen
benutzen, um die Zeit- und Raum-Komponenten physikalischer Ereignisse zu
beschreiben...

Die in der ehemaligen UdSSR erschienene Arbeit

(5) Quanta perceived as Quaternions,
Electromagnetic Phenomena, Kiew, Vol. 3, 1, (9), 2003

vertritt im Einzelnen, wie wir zu einer einfachen, durchsichtigen Auffassung der
geometrisch-physikalischen Grundlagen makrophysikalischer und
mikrophysikalischer Phanomene kommen, wenn wir, bevor lokale euklidische
Strukturen eingefiihrt werden, eine Struktur zugrunde liegend denken, bei der nicht
Punkte, Geraden, Kreise, sondern Aden, DiAden = Winkel und TetraAden =
TriAngle = Quaternionen erste, grundlegende geometrisch-physikalische Elemente
des natiirlichen 3-dimensionalen Raumes sind.

Viele Physiker haben sich — im Sinne Einsteins — daran gewohnt, zum Beispiel
Gravitationsbewegungen differentialgeometrisch, also mittels nicht-euklidischer
Geometrie zu beschreiben. Dennoch bleibt es fiir jeden Zeitgenossen schwer, auch
die Geometrie, in der wir tiglich leben, arbeiten, messen, nicht mehr ,,Euklidisch*
vorzustellen.

Es stellt sich auf einer ganz elementaren Ebene die Frage: Und wie soll eine —
physikalische! — Welt aussehen, in der es zwar Winkel, aber beispielsweise
(zunéchst noch) keine Streckenlidngen, also auch kein ,,Grof3* und ,,Klein* von
Korpern gibt. In einer solchen natiirlichen Welt kann jedes Triangle =
Quaternionen beliebig klein, beliebig grofl gedacht werden. Ein solches Gebilde hat
keine ,,Grof3e*, nur eine klar definiert Winkel-Struktur.

Weil Quaternionen bisher in dieser ,,grof8en-freien Weise nicht als fundamentale
Elemente unseres natiirlichen Raumes, als Ur-Elemente unserer natiirlichen
Geometrie gesehen wurden, wahrend jedoch die normalen ,,2-dimensionalen®,
Komplexen Zahlen jedem Mathematiker und Physiker heutzutage bekannt und als
Handwerkszeug geldufig sind, versucht UrgroBBvater in einer eigenen Arbeit
zundchst die gewdhnlichen Komplexen Zahlen ,,léngen-groBen-frei* darzustellen
so, dass er dazu die gewohnliche GauB3sche/Argande Ebene und seine kartesischen
Koordinaten-Systeme nicht braucht. Seine diesbeziigliche, in USA erschiene Arbeit
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tragt den Titel

(6) Angles Generate More Fundamental Frames Than Lengths,
Hadronic Journal 26, 67 —92, 2003
Diese Arbeit ist rein mathematischer Natur.
Sie macht auf dieser rein mathematischen Ebene deutlich, dass die klassische
Trigonometrie auf der hoheren Ebene der natiirlich-konformen Ebene sowohl eine
periodisch als auch eine nicht-periodische Fortsetzung gestattet. Auf Seite 81
finden sich die Transformations of Duality.

Ohne diese Transformationen stehen die beiden trigonometrischen Systeme im
Reellen beziehungslos aber gleichberechtigt nebeneinander. Die skalare Einheit 1
ist der nicht-reelle Operator zwischen diesen beiden Koordinaten-Systemen.

Man beachte die zusétzlichen Bemerkungen, die Zusammenfassung und die
abschlieBende ,,paradoxe* Beschreibung der quaternionischen ,,Natiirlichen
Geometrie®. Vielleicht, Noah, wirst auch du dich fragen: Ist diese Geometrie nicht-
euklidisch, nicht-kartesisch?

Auf der Website www.natural-geometry.de finden sich alle Original-Arbeiten als
PDF-Dateien unter ,,Downloads*.

Zu Beginn zeigt diese Website auch die Triangle-Darstellung der Quaternionen,
zusammen mit ihrer geometrischen Multiplikation, dargestellt auf dem ,,PEKING-
POSTER®. Im Jahre 2003 fiihrte dieses Poster Mathematikern in China die neue
Auffassung der Quaternionen als Elemente im dreidimensionalen natiirlich Raum
unserer Erfahrung vor Augen.
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